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Wat hebben we gemist?
• Multidimensionale kansen

• Kansvectoren

• AAAA

Onafhankelijke kansvariabelen:
Informeel: P(X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) = P(X1 ∈ A1) ∗
· · · ∗ P(Xn ∈ An) “voor alle A1, . . . , An ⊂ R”
Formeel:

FX1,...,Xn
(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

FXi
(xi)

Vandaag gaan we tranformaties van kansvectoren
behandelen, dat wil zeggen, g(X1, . . . , Xn) waarbij
(X1, . . . , Xn) een kansvector en g : Rn → R

Begin
Stelling. Zij (X1, X2) een kansvector, g : R2 → R

Dan geldt: als (X1, X2) discreet is:

Eg(X1, X2) =
∑

x1∈Im(X1)

∑
x2∈Im(X2)

g(x1, x2)pX(x1, x2)

Als (X1, X2) continu is, dan geldt:

Eg(X1, X2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x1, x2)fX(x1, x2)dx1dx2

Gevolg. (E is een lineaire operatie). Voor alle
a1, a2 ∈ R, kansvariabelen X1, X2

E(a1X1 + a2X2)︸ ︷︷ ︸
∗

= a1E(X1) + a2E(X2)︸ ︷︷ ︸
∗∗

We gebruiken de volgende observatie:
Propositie. Als (X1, X2) een continue kansvector,
dan geldt:

fX1(x1) =

∫ ∞

−∞
fX1,X2(x1, x2)dx2

Hetzelfde geldt voor fX2(x2).

Bewĳs. (voor X1, X2 continue kansvector)
(*) = E[g(X1, X2)], waarbij

g(x1, x2) = ax1 + a2x2

Stelling impliceert:

(∗) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x1, x2)fX(x1, x2)dx1dx2

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a1x1, a2x2)fX(x1, x2)dx1dx2

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a1x1fX(x1, x2)dx1dx2

+

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a2x2fX(x1, x2)dx1dx2

=a1

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1fX(x1, x2)dx1dx2

+ a2

∫ ∞

−∞
x2

[∫ ∞

−∞
fX(x1, x2)dx1

]
︸ ︷︷ ︸

fX2
(x2)

dx2

=a1

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1fX(x1, x2)dx1dx2

+ a2E(X2)

=a1E(X1) + a2E(X2)

Gevolg (van het gevolg). (monotonie van E) Als
X en Y kansvariabele zijn, X ≤ Y , dan is E(X) ≤
E(Y )

Bewĳs. Bekijk Z = Y −X. Dan is Z ≥ 0, dus E(Z) ≥
0 (uit de definitie van de verwachtingswaarde).
De lineairteit impliceert 0 ≤ E(Z) = E(Y − X) =
E(X)− E(Y )

Gevolg. Zij (X1, . . . , Xn) een kansvector. Dan zijn
equivalent:

1. X1, . . . , Xn onafhankelijk

2. E(g1(X1)∗ · · · ∗ gn(Xn)) = E(g1)∗ · · · ∗E(gn) voor
alle g1, . . . , gn : R → R

Bewĳs. Zie dictaat.

Gevolg (van het gevolg). Als X1, . . . , Xn onafhan-
kelijk, en h1, . . . , hn : R → R dan zijn

h1(X1), . . . , hn(Xn)

onafhankelijk. “Een handige stelling om in je broekzak
te hebben”

FM (x) =

n∏
i=1

FXi
(x)1

1“een mooie toverformule”

1



g(x1, . . . , xn) = max{x1, . . . , xn} M(ω) =
max{X1(ω), . . . , Xn(ω)}

Bewĳs.

FM (x) = P(max{X1, . . . , Xn} ≤ x)(= ∗)

Observatie: voor elke ω ∈ Ω

max{X1(ω), . . . , Xn(ω)} ≤ x ⇐⇒ Xi ≤ x, voor alle 1 ≤ i ≤ n

dus

∗ = P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn
onafh.
= P(X1 ≤ x1) · · ·P(Xn ≤ xn))

Zij M̂ = min{X1, . . . , Xn}. Dan geldt FM̂ (x) = 1 −∏n
i=1(1− FXi

(x))

Sommen van kansvariabelen
Stelling (discrete kansvariabele). Zij X,Y dis-
crete en onafhankelijke kansvariabelen. Z = X +
Y

P(Z = z) =
∑

y∈Im(Y )

P(X = z − y)P(Y = y)

Voorbeeld. X,Y ∼ Ber(p), X,Y onafhanke-
lijk.

Z = X + Y.Im(Z) = {0, 1, 2}
P(Z = 0) = P(X = 0, Y = 0)

= P(X = 0)P(Y = 0) = (1− p)2

P(Z = 1) = P({X = 0, Y = 1} ∪ {X = 1, Y = 0})
= P(X = 0, Y = 1) + P(X = 1, Y = 0)

= P(X = 0)P(Y = 1) + P(X = 1)P(Y = 0)

= 2p(1− p)

P(Z = 2) = P(X = 1, Y = 1)

= p2

Dus Z is binomiaal verdeeld met parameters p, 2 (=
aantal variabelen)

Algemener. Als X1, . . . , Xn ∼ Ber(p) onafhankelijk,
dan

n∑
i=1

Xi ∼ Bin(n, p)

Nu voor het continue geval
Stelling. Zij X,Y continue kansvariabele en onaf-
hankelijk, Z = X + Y

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(z − y)fY (y)dy

Voorbeeld. X,Y ∼ Unif([0, 1])

fX(x) = 1[0,1](x), fY (y) = 1[0,1](y)

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
1[0,1](z − y)1[0,1](y)dy

=

{
1 als 0 ≤ z − y ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

0 elders

=

{
1 als max{z − 1, 0} ≤ y ≤ min{z, 1}
0 elders

=

∫ min{z,1}

max{z−1,0}
min{z, 1} −max{z − 1, 0} als 0 ≤ z ≤ 2


